





EJERCICIO DE APLICACION

> Con una cinta métrica que aprecia hasta centimetros se ha medido la

longitud de un aula por un grupo de alumnos; las medidas que se han
obtenido han sido estas:

8,94 m; 892 m:; 8,956 m: 9,00 m: 8,98 m; 8,95 m; 8,94 m; 897 m;
9.0l m; 895 m; 896 m; 891 m.

Determina la longitud del aula y el error absoluto que tiene cada una
de las medidas realizadas.

Solucion

La medida que consideramos «exacta» serd la media aritmética de las me-
didas experimentales realizadas por los alumnos; en este caso:

891 -1+892-1+894-2+8095.-2+896-2+897 -1+
+898.-1+900-1+901-1
107.4

X=—" ., x=895m,
12

Ese valor, 8,95 m, es el que consideramos se corresponde con la longi-
tud real del aula.

El error absoluto que se ha cometido en cada una de las medidas sera:
medida 1: 8,94 -895=-0,0lm medida7: 894 -8,95=-0,0l'm
medida 2: 8,92 -895=-003m medida8: 897-895= 0,02m
medida 3: 896-895= 0,0lm medida9: 9,01 -895= 0,06 m
medida4: 9,00-895= 0,05m medida 10: 8,95 -8,95= 0,00 m
medida5: 898-895= 003 m medidall:896-805= 0,0l m
medida6: 895 -895= 0,00m medida 12: 891 -895=-0,04m

«En el supuesto de que se realice una sola medicién, la incertidumbre de esa
medida vendra dada por la precision del instrumento que se utilice. En este caso, lo
mds frecuente y sencillo es tomar como incertidumbre la divisién mds pequena que
es capaz de apreciar el instrumento de medida. Asi, por ¢jemplo, si medimos con una
regla milimetrada la longitud de un boligrafo y apuntamos 14,4 cm, su longitud real
estard comprendida entre 14,3 cm y 14,5 cm porque la incertidumbre de la medida
serd de =1 mm = +0.] cm; es decir, la medida del boligrafo seria 14,4 + 0.1 cm.

En aparatos o instrumentos de medida. en los gue a simple vista se puede apreciar
la mitad de la divisién mds pequena, podemos acotar todavia mis el error absoluto.
Asi. por ejemplo, si tenemos un termometro dividido en décimas de grado, pero con
las divisiones lo suficientemente separadas como para que a simple vista se pueda
apreciar la mitad entre dos divisiones. si hemos medido para la temperatura de un
liquido 22,4 “C. podemos decir que la medida exacta estard entre 22,35 °C y
22,45 “C. ya que la cota de error seria la mitad de una décima de grado; es decir, la
temperatura de ese liquido la expresariamos como: 22.40 = 0,05 °C.

Na cluides. ..

Un instrumento es mds preciso
cuanto menor sea el error que se
comete en su utilizacion adecua-
da. Asi, un cronémetro que mida
centésimas de segundo serd mds
preciso que otro que sélo mida dé-
cimas de segundo.




Por otra parte. se¢ denomina error relativo. y se suele representar como &,.
cociente entre el error absoluto. sin signo. y la medida considerada exacta. El en
relativo no tiene unidad y frecuentemente se indica en forma de porcentaje. De alg

na manera, nos indica la precisién de la medicién.

EJERCICIO DE APLICACION

> Se mide la longitud de una pizarra de 3 m y se obtiene 2,94 m, y al

medir la longitud de una mesa de 60 cm se anotan 59,4 cm. ¢(Qué
medida es mas precisa?

Solucion

La precision de la medida se asocia al error relativo, de manera que una
medida serd mas precisa cuanto menor sea dicho error.

En nuestro caso, tendremos:

1.* medida: ¢, = 2,94 — 3,00 = -0,06 m

poof . 290 g0 L 2
boX, ' 3
2.* medida: ¢,, = 59,4 - 60 = -0,6 cm
o e 220 001 = 1%
" ox, " 60

Comprobamos cdmo en la primera medida el error relativo que se co-
mete es 0,02, que se corresponde con un 2 %; en la segunda medida el
error relativo es de 0,01, que se traduce a un 1| %. Es, por tanto, mas
precisa la segunda medida. _s veamet 2uet ol e

. digital que aprecia miligramos y se ha obtenido una medi
- 0,345 g. Halla la precision de ésta. '

Determinacion de errores

A la hora de realizar cdleulos sobre medidas experimentales debemos tener en cuenta
los valores con los que trabajamos los hemos obtenido directamente mediante la uti
zacién del instrumento adecuado. o, por el contrario. son valores conseguidos de fon
indirecta a partir de una férmula matemdtica que relaciona diferentes magnitud

® Error en una medida directa

En estos casos, ya hemos visto que se considera como valor exacto o verdadero
media aritiméca de las diferentes medidas realtzadas.



L1 error absoluto de ese valor considerado como verdadero seri el error de disper-
s1on o desviaeron media que se deline asi:

Y

£\n Al He)

: AL
P 20,

Fijate que este error de dispersion, o error absoluto de la serie de medidas, equivale
a una media de los errores absolutos y se expresa siempre con una sola cifra significa-
tiva; el valor de la magnitud debe sefialarse de forma que su dltima cifra significativa
sea del mismo orden decimal que la dltima del error absoluto. En cursos superiores
podris calcular el error de dispersion de manera mas precisa mediante otras expresio-
nes matematicas mds sofisticadas.

EJERCICIO DE APLICACION

~ Expresa la medida del aula que hemos calculado en el Ejercicio de apli-
cacion 1 con su correspondiente cota de error.

Soluciéon

Tendremos que calcular el error de dispersion de la serie de medidas que
se realizaron, segun:
Yix - x|

-

Sy

n
(0.09-2)+(0,01 - 4)+(0,02 - 1)+(0.03 - 2)+(0,04 - 1)+(0,05 - 1)+(0.06 - 1)
he= 12 -
0.27
Tz

g, = 00225 =

e, = 0,02

Basandonos en ese valor obtenido, la longitud del aula se expresarda de
la siguiente forma: x = 8,95 % 0,02, ya que la incertidumbre de un valor
debe expresarse con una sola cifra significativa que coincide con la dltima
cifra significativa de ia medida.

R Error en medidas indirectas

Cuando aplicamos una férmula matemdtica cuyos valores no son exactos, el resulta-
do de la operacién obviamente tampoco lo serd. Por eso, es importante conocer la

incertidumbre del valor obtenido en funcidn de las incertidumbres de los valores de
partida.

Este tipo de cdlculos son normalmente mds dificiles y dependen de la compleji-

dad de fa féormula matemdtica utilizada en la obtencion de los valores con los que se
va a trabajar.

En general. para operaciones en las que aparecen suma y;0 diferencia de dife-
rentes medidas. las cotas de error absoluto se suman.

N>
[,

————

" soluto debe ser del orden'de’|
altima cifra decimal.” Asf," por
ejemplo, no es lo mismo escri- -
bir 5,0 g que 5,00 g 0 5,000 g;
. en el primer caso, la Incerti-
i dumbre de lamedidaes +0,1 g;
en el segundo de +0,01 g;y en
el tercero de +0,001 g. ‘

- La tercera medida seria, por
tanto, la mas precisa.

SESESs

e

No aluides...

La imprecision en los cdlculos
numéricos no se debe sélo a la
incertidumbre de los datos experi-
mentales; también el cdlculo mate-
madtico produce erTores al escoger
por exceso o por defecto valores
numéricos irracionales.




EJERCICIO DE APLICACION

No aluide...

® En una suma v en una resia las
cotas de error absoluto se su-
man.

® £n un producto o en una divi-
sion las cotas de error relativo
se suman.

> Se han pesado dos muestras de una misma sustancia cuyas medidas
han sido: 9,2 + 0,2 gy 3,6 = 0,1 g. ;Cudl es el peso de la muestra

conjunta?
A :P.:Pz QC_T&]\-‘ E\O_z

Solucién

Como maximo, las dos muestras juntas pueden pesar 9,4 + 3,7 = 13,1 g
y, como minimo, 9 - 3,5 = 12,5 g. Por tanto, la masa total sera:

X+y=x+yx(e, +6,)iXx+y=92+36=x(02+0,1);x+y=128+0,3
Observaque: 128 +0,3 =131 g y 128-03 =125 g, son los
valores maximo y minimo posibles, como hemos calculado antes.

De idéntica manera, si queremos calcular ahora cuanto mas pesa una
muestra respecto a la otra, tendremos:

Como maximo: 9.4 -35=59¢g
Como minimo: 9 - 3,7=53¢g

De nuevo comprobamos como:
X-y=X-y)=z, +e)ix-y=(92-306 £(02+01);

X -y=56=+0,3
Es decir,

56+03=59g y 56-03=53g

que coinciden con los valores maximo y minimo de la diferencia entre
ambas medidas.

Para expresiones matematicas sencillas en las que intervienen productos o ¢
cientes se¢ suele utilizar cotas de error relativo.

En estos casos, v de forma aproximada, podemos decir que el error relativo ¢
valor de una magnitud. M, obtenido indirectamente. es igual a la suma de los erro
relativos de cada uno de los factores que intervienen en esa férmula multiplicad
por sus exponentes. Conocido este error relativo podemos calcular la incertidumt
0 cota de error de ta medida indirecta.

EJERCICIO DE APLICACION

> Al medir una mesa rectanguiar con una regla graduada en milimetros,
se obtienen las siguientes medidas: 59,5 = 0,1 cmy 44,4 = 0,1 cm.

Calcula el error relativo que se ha cometido y expresa correctamen-
te la superficie de la mesa.

Solucién

La superficie de la mesa sera: 59,5 - 44,4 = 2 641.8 cm?. que podemos

it e Y A apn D




Y el error relativo que se comete es:

0.1 0,! )
Cepertice, = === + —— =0,0039 = ¢ =04% g
peice 595 44,4

)‘l\(:\’

Basandonos en la expresion: &, = x - i, tendremos para nuestro caso:
. _ R _ 2
©isuperficey = 2 042 - 0.0039 = 10,30 cm

Con lo que la superficie de la mesa la expresamos:

Superficie = 2 642 = 10 cm?

Notacion cientifica

Ya hemos visto como los valores con los que trabajan los cientificos pueden resultar
muy grandes o excesivamente pequefios. Para evitar la escritura de expresiones nu-
méricas con numerosas cifras, normalmente se utiliza la denominada notacion cienti-
fica, que consiste en expresar el nimero con una parte entera y una parte decimal
multiplicada por una potencia de base diez, con exponente positivo o negativo segin
corresponda al valor del nimero. Asi, por ejemplo, podemos hacer las siguientes
simplificaciones. sin cometer excesivo error en ellas:

259710 000 000 m — 2.6 - 10'' m
0,000000089 m - 9-10 % m

Cifras significativas

Se entiende por cifrus significatiras de un niimero a los digitos de dicho ndmero que
consideramos no nulos, segdn lo leemos de izquierda a derecha. Al digito significati-

vo situado mds a la derecha se le denomina d@itima cifra significativa.

PR C e - 0,038 km — 2 cifras significativas
Para reconocer qué cifras son significativas debes tener en cuenta lo siguiente: ! S ﬁ“‘“_ a
C e L. .. 14,025 kg — 5 cafras significativas

* Son significativos todos los digitos distintos de cero. Y R
o o » 1.34 1 — 3 cifras significativas
e |_os ceros colocados entre dos cifras significativas, también lo son. qe e .
= 250 °C — 3 cifras significativas
* [os ceros colocados antes de la primera cifra significativa no to son. 60.05 a . 1 cifras sienificativas
* Los ceros colocados después de la dltima cifra significativa tampoco lo son. | 450 - 10* 1 — 3 cifray significativas

excepto si van a continuacion de una coma o seguidos de una coma.

“4'0 ©0'o

Escnbelas cifras significativas que tienen las siguientés"m ‘
v 0,250 m; 3,075 km; 24,10 °C; 259 mm; 35,00 cm

: p Para evitar amrastrar errores en los
z “ 325107 kg, - cdlculos numéricos conviene que
By ’ B te acostumbres a trabajar con un
ntinero aceptable de cifras signi-

Un detalle importante a la hora de expresar el resultado de una operacién mate- flcativas.
mdtica es que éste no tenga mds cifras significativas que los valores de partida. Asi. Asf{. en una multiplicacién, pro-
es un error frecuente escribir todas las cifras que da la calculadora, cuando a menudo cura que el ndmero de citras signi-
basta con dos o tres cifras significativas como mdximo. ficativas del producto no supere

. . v L - las del factor que menos tenga.
Por eso. es interesante saber redondear el exceso de citras que puede acompariar

a un nimero dado v dejarlas en un ndmero de cifras significativas adecuado. En ese Ejemplo: 342 - 1245 = 416,
CASO. CONVIENES quE SEPils: que resulta de redondear a 3 citras

significativas el resultado 42.5790.

® Se desechan las cilras que estdn a la derecha de la dltima citra que considere-
nos significativa.

SN
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Tornillo de fijacion

Para anotar el resultado de la medi-
da debemos escribir primero los
centimetros que marca la regla
grande antes de llegar a la reghilla.
Para expresar la parte decimal. se
cuentan las divisiones de la reglilla
que hay desde ¢l cero hasta que
coincida con una division de la re-
¢la grande: multiplicando ese nu-
mero de divisiones por la precision
del nonius obtendremos la parte
fraccional de la medida realizada.

scala f\)a Tambor

* Si la primera cifra desechada es menor que 3. el resultado que queda es vil:

¢ Si Ja primera cifra desechada es mayor o igual a 3, sumamos una unidad
Gltima cifra conservada.

Por ejemplo, si queremos redondear el valor de sen 60" a solo 3 cifras signifi
vas, tendremos que hacer lo siguiente:

sen 60 = 0.8660254... — 0.866
Mientras que el redondeo del sen 37 seria:
sen 377 = 0.601815... - 0.602

Fijate que en estos casos no estamos provocando un error importante, ya que Cua
redondeamos un nidmero, el error absoluto que se comete siempre serd menor que S
dades de la primera cifra desechada. Asi. si redondeamos el valor de = = 3,141%5
a 3 cifras significativas, m = 3,14, el error absoluto que cometemos serd el siguie

g, =n~3.14 =0,00159.. que es menor que 0.005.

@ INSTRUMENTOS DE PRECISION

Para medir pequenas longitudes normalmente se utilizan reglas milimetradas:
embargo. cuando se requieren medidas mds precisas se suelen emplear otros insi
mentos mds sofisticados. Los mas habituales son el calibrador v el palmer.

El nonius o calibrador (Fig. 1.10) estd constituido por una pequena reglilla (
nio) que se desliza a lo largo de otra regla mayor graduada en milimetros. La regl
estd dividida en n partes que deben equivaler a (n — 1) partes de la regla grande.
forma que se cumple que -/ =(n— 1) L., siendo / la longitud de cada division de
reglilla y L la longitud correspondiente a las divisiones de la regla grande.

La precision del nonius viene dada por p = L — [ que se puede expresar com

m-0-L L-n-wm-1H1L L[n—(n—l)] “—Lj
p=L-— ———= = P ==

1 1 n

EJERCICIO DE APLICACION

> Al medir el grosor de una moneda con un calibrador que aprecia
0,1 mm se comprueba que abarca 2 divisiones de la regla (de 1 mm) y
que la primera divisién de la reglilla que coincide con una de laregla es
la 8. ;Qué grosor tiene la moneda?

Solucion

Sabemos que el grosor serd de 2 mm mas la parte decimal correspondien-
te a fa reglilla del calibrador. Si la division 8 de ésta coincide con la de la
otra regla. tendremos que el grosor de la moneda es:

]
2mm+8-ﬁmm=2,8mm

El tornillo micrométrico o palmer (Fig. 1.11) estd construido de forma qu

cada vuelta que da srempre avance una pequena fongitud. pm ¢ unplo un vmhmun
St la cabeza del torntllo estid divididn en 100 namar macdomnn onee . ER2



PROBLEMAS RESUELTOS

~4€) Convierte las siguientes medidas en metros:

1.8 medida: ¢, = 4,38 - 4,40 = -0,02 cm

ai

3,14 hm: 314 m 0.28 dm: 0,028 m 0.02

. = = 5 = — = UL 4 = 2
42 cm 0,42 m 648 nm: 6,48 107" m g2’ b, 4,40 0.0045 = ¢, =045 %
6,05 km: 6050m 18 mm: 0,018 m

0,0022 dam: 0,022m S A: 5:-107°m .
300000 km: 3-10°m 053 ym: 53107 " m

Transforma las siguientes medidas en las unidades
indicadas:

45 ¢cm?: 0,0045 m? 12m* 12000000 mm*
512 km?:  512-10° m? 4,1 dam* 410 m?

0,28 m*  2800cm* | ha 10* m?
6,3dm* 631 17t 0017 m?

4.5 ml 0.0045 dm®> 28 cm> 0,028 ]

1,2 hi: 0,12 m? 042 hm>: 42-107 1

25t 25000 kg 17 g 0,0017 kg

9.8 mg: 0,0098 g 78cg:  78-107° kg

{ h 15 min: 4500 12 ps: 12107125

Expresa en notacion cientifica los siguientes nime-
ros:

39 000 000 000= 3,9 - 10'° 0,000000015=1,5- 1078
45 000 000= 45-107 00000073= 7,3-107°
10 000 000 000= 10'° 0,00000001= 1078
Con un nonius se¢ ha medido el didmetro de una
estera y se han obtenido los siguientes resuitados:

438 cm ;442 cm ;4,40 cm ;439 cm ; 4,41 cm

a) Determina el error absoluto que acompana a
cada una de las medidas experimentales.

b) Halla el error relativo de cada medida.

¢) Expresa el valor verdadero con su correspon-
diente cota de error.

Solucidén

En primer lugar, calculamos la media aritmética
de los valores experimentales obtenidos, para co-
nocer asi el valor que mds se acerca a la medida
verdadera.

Xy, o 438+442+440+439+441

Iy — (g=—

n, 5
22
= ~§ = X, =440 cm

El error absoluto de cada medida vendra dado por:

_ s £
£, = x; — ©.y el error relativo por: ¢, == De donde:
X.

2% medida: g, = 4,42 ~ 440 = +0,02 cm  =xdoc

0,02
e, =——=00045 = ¢_ =045 %
440 :
3.* medida: ¢,, = 4,40 ~ 4,40 = 0,00 cm
0
g, =—=0 = g, =0%
1440 !
4. medida: g, = 4,39 - 4,40 = -0,01 cm
0,01
g, = ——=0,0023 = ¢, =023%
440 *
5" medida: ¢,, =441 — 4,40 = +0,01 cm
0,01
=1 =0,0023 - =0,
€re 240 = ¢, =023 %

Para expresar el valor del didmetro necesitamos
canocer la tcertidumbre de esa serie de medidas;
es decir. el error de dispersion:

B Zhe, - X
= . ;

0,02 +0,02 +0,00+ 001 +000

5
0,06
= ‘5_ = 0,012 cm

&g

€y

Y, por_tanto, el diametro se puede expresar

como: d ={4,40 + 0,01 cm. X+ l% |
- Q

“6 -Haila la superficie de un tidngulo que mide de
base 1454 = 0,5 mm y de.altura 60.0 + 0.5 mm.
Solucion

La superficie del tridangulo la hallamos segin la

expresion:

b'h‘S _145,4mm‘60mm

(tridngulo) = ,,)__ [

=4 362 mm*

Podemes considerar que el error relativo de esa
medida, al ser un producto, viene dado por:

Sr = Hr(bu.\e) + Sr(ulluru) !
0.5 0,5
=——+—=0011 i1 %
T 14547 60 T

N
»

olefecld




Por tanto. la incertidumbre o error absoluto
que cometemos en el cdlculo indirecto de su su-
perficie serd:

o, =—==2¢,=¢,-5.
bl 2
£,=0.011-4362 mm- =48 mm~ ~ o
Y la superficie se expresard como:

S = 4362 + 48 mm*

fruingulao)

) Calcula la superficie de la cara de un CD-ROM
cuyo didmetro mide 12,0 = 0,1 cm.

Soluciéon

Sabemos que la superficie del circulo viene
dada por:

Secenioy = T 773 Siireutey = 3, 1416 - 62 = 1131 em?

s ~{cireulo)

Cogemos suficientes cifras significativas de =
para que su error apenas influya en el resultado v.
por tanto. podamos despreocupamos de €l

Segin eso. tendremos:

12

™
I

r " Croadion v b T 2 6 = 0’03"

De donde:
g, =6 -S:1e,=0033113,1 =373 ¢cm?

Por lo que la superficie de esa cara del CD-
ROM seri:

Superficie = 113,1 + 3,§ cm”

m' R

'é Escribe cinco descubrimientos cientificos que se-
etlin tu opinién hayan revolucionado la vida social
€n su momento.

Define los siguientes términos:
fenémeno; método; aleatorio; hipdtesis; ley fisica.

ﬂ@ Realiza las siguientes transformaciones de unidades:

a) Enm:
2,16 km; 6 pum; 3-107°% hm: 7.9 cm;
470 nm; 5,47 mm; 38 000 km; 4,75 - 10° dam.
h) En m?:
600 em?: 52 km?; 0,23 mm?; 1< qaan’;
3,2-10° hm* 5+ 10 ° km?; 6,075 dm?.
¢) Enm?:
1,17 hm?3; 33 1; 48-107° km?; 25 mi:
200 cm?; 175 mm?; 0,28 - 107 dm?.
d) En kg:
51,0,37 ;268 ¢g; 500dg; 75¢; 8- 1077 g,
48-10° g.
S: a)ym:2160;6-107%3-10"% 79107 %
470 - 107% 547 - 107% 38 - 10% 475 - 107:
hym* 6-107252-10% 023 - 1075, 12 - 10%;
3.2-10%5.107% 6,075 - 10%; ¢) m®: 1,17 - 108,
03 107% 48107425 107%2-10 74 175- 10",
0.28 - 10% &) kg: 5 10% 037 - 1073, 2.68 - 103,
710757510728 1075 4.8 - 10°,

2., CUESTIONES Y PROBLEMAS PROPUESTOS

- toaaTinouy,

Realiza las siguientes operaciones y expresa el re-
sultado en notacién cientifica:

45.1024.34A1021 ,.,.,,:;~“3 -U
6,67-107 1.2 . =30
@ 0.8-10% -t
e 13
B 9-10° 4-107°-107% o t*.., 3
6102 =& gL AR I
., 0015 740 273 . i 23 2
C) 6’02 ’ 10-3 : ) : = 2" “.; L‘ lf.‘ = 5> ‘O

32 760 15
S. o) 1,3-10%%b)6:-107% ¢) 5-10%%.

>

Halla 2! gasto diane en gaselina de una persona que
realiza en coche 22300 km/afio. si la gasolina
cuesta 120 ptas/l y el consumo medio del vehiculo

ha sido de 7,5 1 por 100 km. (1 afio = 365 dias.)
S. 550 ptas/dia.

Yy

El radio de la Luna es aproximadamente 0,27 veces
el radio terrestre y éste es de 6 370 km; calcula la
masa que tendria la Luna si estuviera constituida =
por una sustancia gaseosa de 2.8 g/1 de densidad. 2 5

S.596- 10 ke, =S5 Pt ey

(L8N
.

o (Cémo podrias medir el grosor de una hoja de este

libro utilizando una regla milimetrada?




